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<h2 id="1--B树"><strong>1. B 树</strong></h2>
<p>在介绍 B+ 树之前， 先简单的介绍一下 B 树，这两种数据结构既有相似之处，也有他们的区别
最后，我们也会对比一下这两种数据结构的区别。</p>
<h3 id="1-1-B树概念"><strong>1.1 B 树概念</strong></h3>
<p>B 树也称 B-树,它是一颗多路平衡查找树。二叉树我想大家都不陌生，其实，B 树和后面讲到的 B
 树也是从最简单的二叉树变换而来的，并没有什么神秘的地方，下面我们来看看 B 树的定义。</p>
<ul>
<li>
<p>每个节点最多有 m-1 个关键字（可以存有的键值对）。</p>
</li>
<li>
<p>根节点最少可以只有 1 个关键字。</p>
</li>
<li>
<p>非根节点至少有 m/2 个关键字。</p>
</li>
<li>
<p>每个节点中的关键字都按照从小到大的顺序排列，每个关键字的左子树中的所有关键字都小于它
而右子树中的所有关键字都大于它。</p>
</li>
<li>
<p>所有叶子节点都位于同一层，或者说根节点到每个叶子节点的长度都相同。</p>
</li>
<li>
<p>每个节点都存有索引和数据，也就是对应的 key 和 value。</p>
</li>
</ul>
<p>所以，根节点的关键字数量范围：<code>1 &lt;= k &lt;= m-1</code>，非根节点的关键字
量范围：<code>m/2 &lt;= k &lt;= m-1</code>。</p>
<p>另外，我们需要注意一个概念，描述一颗 B 树时需要指定它的阶数，阶数表示了一个节点最多有
少个孩子节点，一般用字母 m 表示阶数。</p>
<p>我们再举个例子来说明一下上面的概念，比如这里有一个 5 阶的 B 树，根节点数量范围：1 &lt;=
k &lt;= 4，非根节点数量范围：2 &lt;= k &lt;= 4。</p>
<p>下面，我们通过一个插入的例子，讲解一下 B 树的插入过程，接着，再讲解一下删除关键字的过
。</p>
<h3 id="1-2-B树插入"><strong>1.2 B 树插入</strong></h3>
<p>插入的时候，我们需要记住一个规则：判断当前结点 key 的个数是否小于等于 m-1，如果满足
直接插入即可，如果不满足，将节点的中间的 key 将这个节点分为左右两部分，中间的节点放到父节
中即可。</p>
<p>例子：在 5 阶 B 树中，结点最多有 4 个 key,最少有 2 个 key（注意：下面的节点统一用一个节
表示 key 和 value）。</p>
<ul>
<li>
<p>插入 18，70，50,40<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-cf228544.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>插入 22<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-3cebbc03.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"><br>
插入 22 时，发现这个节点的关键字已经大于 4 了，所以需要进行分裂，分裂的规则在上面已经讲了
分裂之后，如下。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
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ogfile.com/file/2020/05/image-5fe13404.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>接着插入 23，25，39<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-9f8f5993.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"><br>
分裂，得到下面的结果：<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-7cbc99bf.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
</ul>
<p>更过的插入的过程就不多介绍了，相信有这个例子你已经知道怎么进行插入操作了。</p>
<h3 id="1-3-B树的删除操作">1.3 B 树的删除操作</h3>
<p>B 树的删除操作相对于插入操作是相对复杂一些的，但是，你知道记住几种情况，一样可以很轻
的掌握的。</p>
<ul>
<li>
<p>现在有一个初始状态是下面这样的 B 树，然后进行删除操作。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-443d1c12.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>删除 15，这种情况是删除叶子节点的元素，如果删除之后，节点数还是大于 <code>m/2</cod
>，这种情况只要直接删除即可。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-f88c4724.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>接着，我们把 22 删除，这种情况的规则：22 是非叶子节点，**对于非叶子节点的删除，我们需
用后继 key（元素）覆盖要删除的 key，然后在后继 key 所在的子支中删除该后继 key。**对于删除 
2，需要将后继元素 24 移到被删除的 22 所在的节点。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-c7ca50fe.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"><br>
此时发现 26 所在的节点只有一个元素，小于 2 个（m/2），这个节点不符合要求，这时候的规则（
兄弟节点借元素）：<strong>删除叶子节点，如果删除元素后元素个数少于（m/2），并且它的兄
节点的元素大于（m/2），也就是说兄弟节点的元素比最少值 m/2 还多，将先将父节点的元素移到
节点，然后将兄弟节点的元素再移动到父节点。</strong> 这样就满足要求了。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-9a6525cb.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>接着删除 28，删除叶子节点，删除后不满足要求，所以，我们需要考虑向兄弟节点借元素，但
，兄弟节点也没有多的节点（2 个），借不了，怎么办呢？如果遇到这种情况，首先，还是将先将父
点的元素移到该节点，然后，将当前节点及它的兄弟节点中的 key 合并，形成一个新的节点。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-fa9cfcf7.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"><br>
移动之后，需要跟兄弟节点合并：<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-b4eb7bcb.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
</ul>
<p>删除就只有上面的几种情况，根据不同的情况进行删除即可。</p>
<p>上面的这些介绍，相信对于 B 树已经有一定的了解了，接下来的一部分，我们接着讲解 B+ 树，
相信加上 B+ 树的对比，就更加清晰明了了。</p>
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<h2 id="2-B-树">2 B+ 树</h2>
<h3 id="2-1-B-树概述">2.1 B+ 树概述</h3>
<p>B+ 树其实和 B 树是非常相似的，我们首先看看相同点。</p>
<ul>
<li>
<p>根节点至少一个元素</p>
</li>
<li>
<p>非根节点元素范围：m/2 &lt;= k &lt;= m-1</p>
</li>
</ul>
<p>不同点。</p>
<ul>
<li>
<p>B+ 树有两种类型的节点：内部结点（也称索引结点）和叶子结点。内部节点就是非叶子节点，
部节点不存储数据，只存储索引，数据都存储在叶子节点。</p>
</li>
<li>
<p>内部结点中的 key 都按照从小到大的顺序排列，对于内部结点中的一个 key，左树中的所有 key
都小于它，右子树中的 key 都大于等于它。叶子结点中的记录也按照 key 的大小排列。</p>
</li>
<li>
<p>每个叶子结点都存有相邻叶子结点的指针，叶子结点本身依关键字的大小自小而大顺序链接。</
>
</li>
<li>
<p>父节点存有右孩子的第一个元素的索引。</p>
</li>
</ul>
<p>下面我们看一个 B+ 树的例子，感受感受它吧！<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-43c47623.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
<h3 id="2-2-插入操作">2.2 插入操作</h3>
<p>对于插入操作很简单，只需要记住一个技巧即可：当节点元素数量大于 m-1 的时候，按中间元
分裂成左右两部分，中间元素分裂到父节点当做索引存储，但是，本身中间元素还是分裂右边这一部
的。</p>
<p>下面以一颗 5 阶 B+ 树的插入过程为例，5 阶 B+ 树的节点最少 2 个元素，最多 4 个元素。</p>
<ul>
<li>
<p>插入 5，10，15，20<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-5629f8bd.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>插入 25，此时元素数量大于 4 个了，分裂<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-df3c76bf.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>接着插入 26，30，继续分裂<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-5380300a.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"><br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-415cc94b.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
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</li>
</ul>
<p>有了这几个例子，相信插入操作没什么问题了，下面接着看看删除操作。</p>
<h3 id="2-3-删除操作">2.3 删除操作</h3>
<p>对于删除操作是比 B 树简单一些的，因为叶子节点有指针的存在，向兄弟节点借元素时，不需要
过父节点了，而是可以直接通过兄弟节移动即可（前提是兄弟节点的元素大于 m/2），然后更新父节
的索引；如果兄弟节点的元素不大于 m/2（兄弟节点也没有多余的元素），则将当前节点和兄弟节点
并，并且删除父节点中的 key，下面我们看看具体的实例。</p>
<ul>
<li>
<p>初始状态<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-af9243b9.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>删除 10，删除后，不满足要求，发现左边兄弟节点有多余的元素，所以去借元素，最后，修改
节点索引<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-9ca38729.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>删除元素 5，发现不满足要求，并且发现左右兄弟节点都没有多余的元素，所以，可以选择和兄
节点合并，最后修改父节点索引<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-4f397349.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
<li>
<p>发现父节点索引也不满足条件，所以，需要做跟上面一步一样的操作。<br>
<img src="https://ld246.com/images/img-loading.svg" alt="image.png" data-src="https://b3
ogfile.com/file/2020/05/image-6b42f162.png?imageView2/2/interlace/1/format/jpg"></p>
</li>
</ul>
<p>这样，B+ 树的删除操作也就完成了，是不是看完之后，觉得非常简单！</p>
<h2 id="3-B树和B-树总结">3 B 树和 B+ 树总结</h2>
<p>B+ 树相对于 B 树有一些自己的优势，可以归结为下面几点。</p>
<ul>
<li>
<p>单一节点存储的元素更多，使得查询的 IO 次数更少，所以也就使得它更适合做为数据库 MySQL
的底层数据结构了。</p>
</li>
<li>
<p>所有的查询都要查找到叶子节点，查询性能是稳定的，而 B 树，每个节点都可以查找到数据，所
不稳定。</p>
</li>
<li>
<p>所有的叶子节点形成了一个有序链表，更加便于查找。</p>
</li>
</ul>
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